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Part 1: An Introduction to Non-harmonic Fourier
Series

Part 1主要包含 4个 Chapters：

• Chapter 1: Bases in Banach Spaces

• Chapter 2: Entire functions of exponential type

• Chapter 3: The completeness of sets of complex exponentials

• Chapter 4: Interpolation and Bases in Hilbert Space

The theory of nonharmonic Fourier series is concernedwith the completeness and expansion properties
of sets of complex exponentials {eiλnt} in Lp[−π, π].

Lecture 1: Chapter 1: Bases in Banach Spaces-Schauder basis, Schauder
theorem and Orthonormal basis in Hilbert Spaces

Lecture 1-2023年 2月 14日今晚有冷空气

主要内容：介绍了这门课程的主要目标：Generalization of fourier series on [−π, π]，以及 Chapter 1
的 Section 1.1, Section 1.2和 Section 1.3的部分内容。

• Example of generalization 1:

• Example of generalization 2: Extend Fourier series to more general ambient space such as
Rd,Z/pZ ⇒ Fourier analysis on group, especially locally compact abelian group.

Theorem 1.1.1 (Schauder). C[a,b] possesses a basis

• Pay attention to the construction of en(x), here we present an example of e5(x) illustrating
how this construction is done.

Bernstein Polynomial

• ℓ∞ has no basis

其他信息：Midterm大约安排在 Part 1结束，Part 2开始之前
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补充笔记
第一篇

Separable space: A topological space is called separable if it contains a countable, dense subset. To be
explicit, X is separable if there exists an infinite sequence a : N → X such that, given any point b in X

and any neighbourhood U of b, we have ai ∈ U for some i.
可分性的意义在于: 在一个可数稠子集上往往较容易获得某些所期待的结论,而这种结论有可

能通过一个极限过程过渡到全空间。可以说，在某种意义上可分空间“比较小”,正如通常认为
有可数基的拓扑“比较小”一样。实际上，可分性与第二可数性确有很强的联系。1

Definition 1.3.1. 第二可数空间 (second countable space),或满足第二可数性公理的空间,即具
有可数拓扑基的拓扑空间。

Proposition 1.3.2. 命题：第二可数的拓扑空间是可分的. 可分度量空间是第二可数的.

Per Enflo (1944-), a Swedish mathematician working primarily in functional analysis.

1参考「胡适耕」抽象空间引论 P.85

补充笔记

https://en.wikipedia.org/wiki/Per_Enflo


Lecture 2: cont.Hilbert Space, Reproducing Kernel

Lecture 2-2023年 2月 16日天气晴好 ，13℃-21℃

主要内容：Functional Hilbert Space,H2 Hardy space, A2 space, Paley-Wiener Space

Section 1.4: Reproducing kernel
A2 Space在 Riemann几何中也有使用

其他信息：
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Lecture 3: Complete sequences, Coefficient functional, Riesz basis

Lecture 3-2023年 2月 23日天气晴好 ，15℃-23℃

主要内容：Riesz basis

其他信息：

17



18



19



20



21



Lecture 4: cont. Equivalent condition of Riesz basis, Paley-wiener
criterion

Lecture 4-2023年 2月 28日天气晴好 ，14℃-23℃

主要内容：application of riesz basis

其他信息：
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Lecture 5: Problem Set Discussion-1, Chapter 2: Entire functions of
Exponential Type

Lecture 5-2023年 3月 2日天气晴好 ，15℃-23℃

主要内容：几个 Factorization theorem，其实都是为了刻画增长性

其他信息：
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Lecture 6: cont. Entire function of exponential type

Lecture 6-2023年 3月 9日天气晴好 ，有点热，18℃-27℃

主要内容：Carleman’s Formula, Plancherel-Pólya Theorem

• Torsten Carlmen瑞典数学家（1892-1949），以经典分析及其应用的成果而闻名，是瑞
典最有影响力的数学家。

• 若 Entire function为 Exponential Type，则可以把它在 x-轴上的信息向上平移。

• Plancherel-Pólya Theorem是一个 Lp 结果，我们之后会看到 L2 结果（更关心）

Montel Theorem，常常称Montel定理为紧性原理

其他信息：

• sub-harmonic，次调和函数也有极大值原理

• Bernstein inequality
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Lecture 7: Paley-Wiener Theorem and Paley-Wiener space

Lecture 7-2023年 3月 14日星期二 天气晴好 ，冷空气，19℃

主要内容：介绍了 Paley-Wiener theorem，并由此重新理解 Paley-Wiener Space

• Theorem 18:

其他信息：下周四会讨论这一章节的作业问题，有问题向杨老师汇总。
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Lecture 8: The Completeness of sets of complex exponentials

Lecture 8-2023年 3月 16日星期四 天气晴好 ，升温，20℃

主要内容：进入第三章，The Completeness of sets of complex exponentials

• Exact sequence

• 继续研究第一章中介绍过的 Kadec 1
4 -theorem

其他信息：
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Lecture 9: cont.Completeness of sets of complex exponentials, Kadec 1
4

theorem

Lecture 9-2023年 3月 23日星期四 天气阴 ，有点热，23℃-27℃

主要内容：基本证明了 Kadec 1
4 -theorem

其他信息：
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Lecture 10: Stability, Chapter 4: Interpolation and basis in Hilbert space

Lecture 10-2023年 3月 28日星期二 天气阵雨 ，微冷，17℃-20℃

主要内容：结束了 Chapter 3 的内容（Stability），开始 Chapter 4，介绍了 Moment Sequences
(Interpolation问题a)

其他信息：

a这里的 Interpolation是指代类似 Lagrange Interpola的插值问题。
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Lecture 11: cont.Bessel Sequences, Riesz-Fischer Sequences, Moment
Space and Equivalent Sequences, Frame

Lecture 11-2023年 3月 30日星期四 天气阴 ，微冷，20℃-24℃

主要内容：Bessel Sequence和 Riesz-Fischer Sequence的相关内容，下节课会介绍一些 Stability的
相关结论（本书最后的内容）

Stability和 {λn} separateness有一些关系

其他信息：
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Lecture 12: cont. Exact frame and Riesz basis, Stability of Non-harmonic
Series

Lecture 12-2023年 4月 6日星期四 小雨 ，闷热潮湿，18℃-27℃

主要内容：首先回顾了上节课的一些定义和基本结论，随后介绍了 Stability of frame，最后介绍了
series的 pointwise-convergence相关的一个定理作为本书的最后一个定理

在证明 Riesz-Fischer的时候，把问题转换为 moment space的问题

其他信息：下周二小测，大概三道题a

a参考本节课 sdocx文件内录音
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Part 2: A Course in Abstract Harmonic Analysis
Part 2主要包含个 Chapters：

74



Lecture 13: Chapter 2: Locally Compact Group, Haar measure, Midterm

Lecture 13-2023年 4月 11日今天略潮湿 22℃-27℃

主要内容：今天开始进入 Part 2（抽象调和分析），首先介绍了 Locally Compact Topological Group，
随后介绍了其上的一个测度（Haar测度），分为 Left Haar measure和 Right Haar measure分别对应
不同的不变性。

• If f is a function on the topological groupG, and y ∈ G, we define the left and right translates
of f through y by

Lyf = f(y−xx), Ryf(x) = f(xy).

The reason for using y−1 in Ly and y in Ry is to make the maps y 7→ Ly, y 7→ Ry group
homomorphisms: Lyz = LyLz, Ryz = RyRz .

其他信息：今日Midterm考察了三个题目（主要问的是例子，以及一道关于 entire function of type
0结合 Liouville定理的问题），从 8点 50下课后开始考试到 9:50分结束。
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Lecture 14: p-adic field Qp

Lecture 14-2023年 4月 13日今天干燥舒适 22℃-26℃

主要内容：首先引入了 Q中的一个新的 metric | · |p，随后介绍了 modular function

• Modular function: 描述左不变的 Haar测度和右不变的 Haar测度到底差多少∫
f(x, y) dλ(x) = ∆(y−1)

∫
f(x) dx.

其他信息：今日开始尝试全程笔记录音a

a效果还不错
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Lecture 15: Convolutions on G, Homogeneous spaces

Lecture 15-2023年 4月 20日今天潮湿闷热 24℃-28℃

主要内容：

• 主要把之前实分析中关于卷积的结论推广到 Locally Compact Group G上，其中如果 G有

Unimodular性质，f ∗ g和 g ∗ f 有更相近的性质。

• 第二部分简单介绍了 Homogeneous Space（在 Quotient space上考虑）

其他信息：全程课程录音导致 PDF文件体积增长迅速，但如果使用 LATEX的\includepdf貌似可
以去除 PDF中隐含的音频文件。
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Lecture 16: Banach Algebra and Basic Representation Theory

Lecture 16-2023年 4月 25日今天降温 18℃-23℃

主要内容：Proposition 1.27

其他信息：
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Lecture 17: cont. Basic Representation Theory

Lecture 17-2023年 4月 27日开始升温 22℃-28℃

主要内容：首先补充了测度的卷积的相关内容

• Irreducible representation

• Main Theorem: If G is abelian, then every irreducible unitary representation is 1-dimensional
(Hπ

∼= C).

• A function of positive type on a locally compact group G is a function ϕ ∈ L∞(G) that
defines a positive linear functional on the Banach ∗-algebra L1(G), i.e. that satisfies∫

(f∗ ∗ f)ϕ ≥ 0, for all f ∈ L1(G).

其他信息：
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Lecture 18: Analysis on locally compact abelian groups

Lecture 18-2023年 5月 4日热 24℃-30℃

主要内容：介绍了 Dual group Ĝ，并在其上引入了 weak-* topology

其他信息：
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Lecture 19: cont. Characters

Lecture 19-2023年 5月 9日降温 22℃-26℃

主要内容：G和 Ĝ之间的关系（尤其 G为 compact的时候）

其他信息：
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Lecture 20: Q̂p ∼ Qp, Fourier Transform

Lecture 20-2023年 5月 11日凉 22℃-26℃

主要内容：证明 Q̂p 与 Qp 同构，Fourier transform也是基于 characters的

其他信息：
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Lecture 21: Bochner’s theorem, Fourier Inversion

Lecture 21-2023年 5月 18日热 26℃-31℃

主要内容：Bochner’s theorem; Fourier Inversion Theorem I (证明需要 Lemma 4.20, Lemma 4.21)

之后我们才能利用这个 Version 1得到 Pontrjagin duality

其他信息：本节课因连花清瘟胶囊（4颗）的胃肠道副作用未能去线下课，本笔记基于线上录屏补
充（线上录屏的比例有问题，基本属于不可用的状态）；本次电子笔记首次尝试使用 iPad Pro（发
现有几个问题，iPad Pro 11寸配合 Apple Pencil并不是太适用 Galaxy Tab的笔记模板，因为 iPad
写出的字更大，可能需要使用更小的纸张），而且貌似 iPad Pro导出的 PDF（因为都是矢量字体，
对 PDF浏览器的渲染要求更大，不过印刷出来的效果确实会更好一些）
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, γ 1 ) gcx) = { <x, )d 分uefµntqc

how by rusroqeaness( 4 , 18 ) ,WehovethatLC7 ⽶deg =dJMp7 g

Therefore ICLn ,ψ ) = Sπ cs

, ψc博
dlgc点了

= f4a彦cq 13 ) ,Asnlg (qls )lef J< x,衫 W1x ) gxdx

= ⑨ε 多 )

then = f, CLy } * dµ g 乡= ⼿品 dtytgs )

= ICψ) ,

THerefore Ioψ) induces a left - in variant measureonG , thusmustbea Haarsrea sure,By rezigueness

Icψ) = S ψ esods ⇒ Icψ↑ ) = Jψ p , O ψ EGCG )

↑
1 可代 dyef = J ψ dyug

⇒ dlf =↑ cs) ds

⇒ f (x) = { < x , s >dHfc 3 } =| cx ,) ↑ cs 3 d 么 , 以
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Lecture 22: Pontrjagin Duality

Lecture 22-2023年 5月 23日下雨 24℃-29℃

主要内容：

其他信息：
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Lecture 23: Proof of Pontrjagin Duality, Poisson Summation Formula

Lecture 23-2023年 5月 25日下雨 24℃-29℃

主要内容：利用两个 Lemma来证明 Pontrjagin duality定理

下节课证明 Theorem 4.40，注意理解第二个 isomorphism Ψ，这个定理后面会被用来证明 Poisson
Summation Formula

其他信息：老师阳了，转线上
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Lecture 24: cont. Poisson Summation Formula

Lecture 24-2023年 6月 1日昨晚下雨，今日没那么热 27℃-34℃

主要内容：首先证明了 Theorem 4.40，随后用其中的 isomorphism关系证明了 Poisson summation
formula（其实是 Fourier inversion的一种推广）；最后是 Bohr紧化，与 almost periodic function有
很大的关系（Tao的工作）

本课程的最后一个 Lecture

其他信息：6月 13日下午 2点到 5点，Take-home exam

132



133



134



135



136



137



本笔记条目索引

符号

∗-algebra, 92

A
A2 Space, 13
Arzela-Ascoli, 137

B
Banach-Steinhaus, 61
bases, 13
Bernstein inequality, 36, 42
Bernstein polynomial Bn(x), 6
Bessel inequality, 12
Bessel sequence, 61
biorthogonal, 57, 69
Bochner, 116, 119
Bohr compactification, 135

C
Careleson, 12
Character, 108, 128
Closed graph theorem, 63
complete sequence, 8, 63
convolution, 86, 118, 120

D
Dirichlet kernel, 72
Dual group, 103
Dual measure, 123

E
equiv-convergent, 71

F
Final, 133
Fourier inversion theorem, 120,

123, 124, 130

Fourier transform, 114
frame, 64, 70
Functional Hilbert space, 44
functions of positive types,

100, 119

G
Gram matrix, 23, 57

H
H2 Hardy Space, 13
Haar measure, 78
Hadamard 3-lines lemms, 33
Hamel basis, 6
Hausdorff, 77

I
Interpolating sequence, 63, 70
invariant, 78
involution, 92

J
Jensen’s formula, 32

K
Kadec, 50

L
locally compact abelian group,

5

M
modular function, 82
Moment, 57
Montel theorem, 35, 36

P
p-adic, 81, 113

Paley-Wiener Space PW, 15, 57
Paley-Wiener theorem, 41
Phragment-Lindelof, 33
Plancherel, 15, 124
Poisson summation formula,

130, 134
Pontryagin duality, 5, 109, 128

R
Reproducing kernel, 44, 58
Riesz basis, 71
Riesz-Fischer sequence, 61
Rudin, 5

S
Schauder, 7
Schauder basis, 6
Schur lemma, 99
separable, 6, 8
spectrum theorem, 118
Stone-Weierstrass, 136
sub-harmonic, 35, 41

T
Terry tao, 24, 132
translation, 76

U
unimodular, 83
uniqueness, 125

W
Weierstrass approximation

theorem, 6
Weierstrass factorization

theorem, 32
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MAT7067 – Topics in Analysis (2023 Spring)
Lecturer Bochen LIU
Email liubc@sustech.edu.cn
Location Room309, The 3rd Teaching Building
Time 19:00-21:00, Tuesday in single-week and every Thursday

Live Broadcast and video record will be available
Prerequisite Complex Analysis, Real Analysis, elementary Functional Analysis

1 Course Information
This course consists of two parts.

The first half is the theory of nonharmonic Fourier series. It is concerned with the
completeness and expansion properties of sets of complex exponentials {eiλnt} in L2[-π,
π]. This theory not only has its own interest, but also has many applications in applied
math, say in compressed sensing and control theory (we will not get there though).

The second half is Fourier analysis in groups. It gives an exposition of the fundamental
ideas and theorems of that Fourier analysis can be developed with minimal assumptions
on the nature of the group with which one is working. In particular, it unifies Fourier
series and Fourier transform in the representation-theoretic form.

2 Textbook
An Introduction to Nonharmonic Fourier Series (revised 1st edition). Robert M. Young
A course in Abstract Harmonic Analysis (2nd edition).Gerald B. Folland

3 Content

An Introduction to Nonharmonic Fourier Series (revised 1st edition)

Chapter 1 Bases in Banach Spaces

Chapter 2 Entire Functions of Exponential Type

Chapter 3 The Completeness of Sets of Complex Exponentials

Chapter 4 Interpolation and Bases in Hilbert Space

A course in Abstract Harmonic Analysis (2nd edition)

Chapter 1 Banach Algebras and Spectral Theory

Chapter 2 Locally Compact Groups

Chapter 3 Basic Representation Theory

Chapter 4 Analysis on Locally Compact Abelian Groups
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